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【知识图解】
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【方法点拨】

导数的应用极其广泛，是研究函数性质、证明不等式、研究曲线的切线和解决一些实际问题的有力工具，也是提出问题、分析问题和进行理性思维训练的良好素材。同时，导数是初等数学与高等数学紧密衔接的重要内容，体现了高等数学思想及方法。

1．重视导数的实际背景。导数概念本身有着丰富的实际意义，对导数概念的深刻理解应该从这些实际背景出发，如平均变化率、瞬时变化率和瞬时速度、加速度等。这为我们解决实际问题提供了新的工具，应深刻理解并灵活运用。

2．深刻理解导数概念。概念是根本，是所有性质的基础，有些问题可以直接用定义解决。在理解定义时，要注意“函数[image: image2.wmf]()
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在点[image: image3.wmf]0
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处的导数[image: image4.wmf]0
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”与“函数[image: image5.wmf]()
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在开区间[image: image6.wmf](,)

ab

内的导数[image: image7.wmf]()
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¢

”之间的区别与联系。

3．强化导数在函数问题中的应用意识。导数为我们研究函数的性质，如函数的单调性、极值与最值等，提供了一般性的方法。

4．重视“数形结合”的渗透，强调“几何直观”。在对导数和定积分的认识和理解中，在研究函数的导数与单调性、极值、最值的关系等问题时，应从数值、图象等多个方面，尤其是几何直观加以理解，增强数形结合的思维意识。

5．加强“导数”的实践应用。导数作为一个有力的工具，在解决科技、经济、生产和生活中的问题，尤其是最优化问题中得到广泛的应用。

6．（理科用）理解和体会“定积分”的实践应用。定积分也是解决实际问题（主要是几何和物理问题）的有力工具，如可以用定积分求一些平面图形的面积、旋转体的体积、变速直线运动的路程和变力作的功等，逐步体验微积分基本定理。

第1课　导数的概念及运算
【考点导读】

1.了解导数概念的某些实际背景(如瞬时速度、加速度、光滑曲线切线的斜率等)；
2.掌握函数在一点处的导数的定义和导数的几何意义；理解导函数的概念;

3.熟记基本导数公式；
4.掌握两个函数和、差、积、商的求导法则;

5.了解复合函数的求导法则.会求某些简单函数的导数.（理科）

【基础练习】

1．设函数f（x）在x=x0处可导,则[image: image8.wmf]0
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与x0,h的关系是   仅与x0有关而与h无关   。
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都经过点P（1,2），且在点P处有公切线，试求a,b,c值。
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【范例导析】

例1．下列函数的导数：
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分析：利用导数的四则运算求导数。

解：①法一：[image: image33.wmf]1
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法二：[image: image36.wmf])

1

3

2

)(

1

(

)

1

3

2

(

)

1

(

2

2

¢

-

+

+

+

-

+

¢

+

=

¢

x

x

x

x

x

x

y

=[image: image37.wmf]1

3

2

2

-

+

x

x

+[image: image38.wmf])

1

(

+

x

[image: image39.wmf])

3

4

(

+

x


   [image: image40.wmf]2

6102

xx

=++


② [image: image41.wmf]2

3

1

2

1

2

3

3

2

-

-

-

-

+

-

=

x

x

x

x

y
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③[image: image43.wmf]()
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e－x（cosx+sinx）+e－x（－sinx+cosx）[image: image44.wmf]=

2e－xcosx,

点评：利用基本函数的导数、导数的运算法则及复合函数的求导法则进行导数运算，是高考对导数考查的基本要求。
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平行，求切点坐标与切线方程．

分析：本题重在理解导数的几何意义：曲线[image: image47.wmf]()
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在给定点[image: image48.wmf]00

(,())

Pxfx
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，用导数的几何意义求曲线的斜率就很简单了。

解：[image: image50.wmf]Q
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∴切点为（1，-8）或（-1，-12）

切线方程为[image: image58.wmf])
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点评：函数导数的几何意义揭示了导数知识与平面解析几何知识的密切联系，利用导数能解决许多曲线的切线问题，其中寻找切点是很关键的地方。

变题：求曲线[image: image62.wmf]3
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的切线方程。

答案：[image: image64.wmf]20,5410
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点评：本题中“过点[image: image65.wmf](1,1)

A

的切线”与“在点[image: image66.wmf](1,1)
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的切线”的含义是不同的，后者是以[image: image67.wmf]A

为切点，只有一条切线，而前者不一定以[image: image68.wmf]A

为切点，切线也不一定只有一条，所以要先设切点，然后求出切点坐标，再解决问题。

【反馈演练】

1．一物体做直线运动的方程为[image: image69.wmf]2
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，则生产8个单位产品时，边际成本是   2    。
3．已知函数f（x）在x=1处的导数为3,则f（x）的解析式可能为     （1）             。
（1）f（x）=（x－1）2+3（x－1）                     （2）f（x）=2（x－1）

（3）f（x）=2（x－1）2                              （4）f（x）=x－1
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6．过点（0，－4）与曲线y＝x3＋x－2相切的直线方程是     y＝4x－4    ．

7． 求下列函数的导数：
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第2课　导数的应用A
【考点导读】

1． 通过数形结合的方法直观了解函数的单调性与导数的关系，能熟练利用导数研究函数的单调性；会求某些简单函数的单调区间。

2． 结合函数的图象，了解函数的极大（小）值、最大（小）值与导数的关系；会求简单多项式函数的极大（小）值，以及在指定区间上的最大（小）值。
【基础练习】
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【范例导析】
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点评：用导数求极值或最值时要掌握一般方法，导数为0的点是否是极值点还取决与该点两侧的单调性，导数为0的点未必都是极值点，如：函数[image: image150.wmf]3
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例2． 求下列函数单调区间：
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，[image: image179.wmf]­

¥

+

)

,

(

k

   [image: image180.wmf])

0

,

(

k

-

，[image: image181.wmf])

,

0

(

k

[image: image182.wmf]¯


（4）[image: image183.wmf]x

x

x

x

y

1

4

1

4

2

-

=

-

=

¢

定义域为[image: image184.wmf])

,

0

(

¥

+

 [image: image185.wmf])

2

1

,

0

(

Î

x

 [image: image186.wmf]0

<

¢

y

 [image: image187.wmf]¯

 [image: image188.wmf])

,

2

1

(

¥

+

Î

x

 [image: image189.wmf]0

>

¢

y

  [image: image190.wmf]­


点评：熟练掌握单调性的求法，函数的单调性是解决函数的极值、最值问题的基础。

例3．设函数f(x)= [image: image191.wmf]32

23(1)1,1.

xaxa

--+³

其

中

（Ⅰ）求f(x)的单调区间；（Ⅱ）讨论f(x)的极值。

解：由已知得[image: image192.wmf][

]

'

()6(1)

fxxxa

=--

，令[image: image193.wmf]'

()0

fx

=

，解得   [image: image194.wmf]12

0,1

xxa

==-

。

（Ⅰ）当[image: image195.wmf]1

a

=

时，[image: image196.wmf]'2

()6

fxx

=

，[image: image197.wmf]()

fx

在[image: image198.wmf](,)

-¥+¥

上单调递增；
 当[image: image199.wmf]1

a

>

时，[image: image200.wmf](

)

'

()61

fxxxa

=--

éù

ëû

，[image: image201.wmf]'

(),()

fxfx

随[image: image202.wmf]x

的变化情况如下表：
	[image: image203.wmf]x


	[image: image204.wmf](,0)

-¥


	0
	[image: image205.wmf](0,1)

a

-


	[image: image206.wmf]1

a

-


	[image: image207.wmf](1,)

a

-+¥



	[image: image208.wmf]'

()

fx


	+
	0
	[image: image209.wmf]-


	0
	[image: image210.wmf]+



	[image: image211.wmf]()

fx


	[image: image212.wmf]Z


	极大值
	[image: image213.wmf]]


	极小值
	[image: image214.wmf]Z




从上表可知，函数[image: image215.wmf]()

fx

在[image: image216.wmf](,0)

-¥

上单调递增；在[image: image217.wmf](0,1)

a

-

上单调递减；在[image: image218.wmf](1,)

a

-+¥

上单调递增。

（Ⅱ）由（Ⅰ）知，当[image: image219.wmf]1

a

=

时，函数[image: image220.wmf]()

fx

没有极值；

当[image: image221.wmf]1

a

>

时，函数[image: image222.wmf]()

fx

在[image: image223.wmf]0

x

=

处取得极大值，在[image: image224.wmf]1

xa

=-

处取得极小值[image: image225.wmf]3

1(1)

a

--

。

点评：本小题主要考查利用导数研究函数的最大值和最小值的基础知识，以及运用数学知识解决实际问题的能力。

【反馈演练】
1．关于函数[image: image226.wmf]7

6

2

)

(

2

3

+

-

=

x

x

x

f

，下列说法不正确的是   （4）            。
（1）在区间（[image: image227.wmf]¥

-

，0）内，[image: image228.wmf])

(

x

f

为增函数   （2）在区间（0，2）内，[image: image229.wmf])

(

x

f

为减函数

（3）在区间（2，[image: image230.wmf]¥

+

）内，[image: image231.wmf])

(

x

f

为增函数   （4）在区间（[image: image232.wmf]¥

-

，0）[image: image233.wmf])

,

2

(

+¥

È

内，[image: image234.wmf])

(

x

f

为增函数

2．对任意x，有[image: image235.wmf]3

4

)

(

'

x

x

f

=

，[image: image236.wmf](1)1

f

=-

，则此函数为   [image: image237.wmf]2

)

(

4

-

=

x

x

f

  。    
3．函数y=2x3-3x2-12x+5在[0,3]上的最大值与最小值分别是  5 , -15        。
4．下列函数中，[image: image238.wmf]0

x

=

是极值点的函数是    （2）     。
（1）[image: image239.wmf]3

yx

=-

        （2）[image: image240.wmf]2

cos

yx

=

          （3）[image: image241.wmf]tan

yxx

=-

     （4）[image: image242.wmf]1

y

x

=


5．下列说法正确的是
      （4）             。 


（1）函数的极大值就是函数的最大值
（2）函数的极小值就是函数的最小值


（3）函数的最值一定是极值
（4）在闭区间上的连续函数一定存在最值

6．函数[image: image243.wmf]32

()35

fxxx

=-+

的单调减区间是    [0，2]    。

7．求满足条件的[image: image244.wmf]a

的范围：              （1）使[image: image245.wmf]ax

x

y

+

=

sin

为[image: image246.wmf]R

上增函数；

（2）使[image: image247.wmf]a

ax

x

y

+

+

=

3

为[image: image248.wmf]R

上的增函数； （3）使[image: image249.wmf]5

)

(

2

3

-

+

-

=

x

x

ax

x

f

为[image: image250.wmf]R

上的增函数。

解：（1）∵[image: image251.wmf]a

x

y

+

=

¢

cos

  由题意可知：[image: image252.wmf]0

y

¢

>

对[image: image253.wmf]xR

"Î

都成立     ∴ [image: image254.wmf]1

>

a


又当[image: image255.wmf]1

=

a

时  [image: image256.wmf]x

x

y

+

=

sin

也符合条件     ∴ [image: image257.wmf])

,

1

[

¥

+

Î

a


（2）同上 [image: image258.wmf])

,

0

[

¥

+

Î

a

  （3）同上 [image: image259.wmf])

,

3

1

[

¥

+

Î

a

 

8．已知函数[image: image260.wmf]c

bx

x

ax

x

f

-

+

=

4

4

ln

)

(

(x>0)在x = 1处取得极值[image: image261.wmf]c

-

-

3

，其中[image: image262.wmf],,

abc

为常数。

（1）试确定[image: image263.wmf],

ab

的值；（2）讨论函数f(x)的单调区间。

解：（I）由题意知[image: image264.wmf](1)3

fc

=--

，因此[image: image265.wmf]3

bcc

-=--

，从而[image: image266.wmf]3

b

=-

．

又对[image: image267.wmf]()

fx

求导得[image: image268.wmf](

)

3

4

3

4

1

ln

4

'

bx

x

ax

x

ax

x

f

+

×

+

=

[image: image269.wmf]3

(4ln4)

xaxab

=++

．

由题意[image: image270.wmf](1)0

f

¢

=

，因此[image: image271.wmf]40

ab

+=

，解得[image: image272.wmf]12

a

=

．

（II）由（I）知[image: image273.wmf]3

()48ln

fxxx

¢

=

（[image: image274.wmf]0

x

>

），令[image: image275.wmf]()0

fx

¢

=

，解得[image: image276.wmf]1

x

=

．

当[image: image277.wmf]01

x

<<

时，[image: image278.wmf]()0

fx

¢

<

，此时[image: image279.wmf]()

fx

为减函数；当[image: image280.wmf]1

x

>

时，[image: image281.wmf]()0

fx

¢

>

，此时[image: image282.wmf]()

fx

为增函数．

因此[image: image283.wmf]()

fx

的单调递减区间为[image: image284.wmf](01)

，

，而[image: image285.wmf]()

fx

的单调递增区间为[image: image286.wmf](1)

+

，

∞

．
第3课　导数的应用B
【考点导读】

1． 深化导数在函数、不等式、解析几何等问题中的综合应用，加强导数的应用意识。

2． 利用导数解决实际生活中的一些问题，进一步加深对导数本质的理解，逐步提高分析问题、探索问题以及解决实际应用问题等各种综合能力。
【基础练习】

1．若[image: image287.wmf])

(

x

f

是在[image: image288.wmf](

)

l

l

,

-

内的可导的偶函数，且[image: image289.wmf])

(

x

f

¢

不恒为零，则关于[image: image290.wmf])

(

x

f

¢

下列说法正确的是（4） 。
（1）必定是[image: image291.wmf](

)

l

l

,

-

内的偶函数            （2）必定是[image: image292.wmf](

)

l

l

,

-

内的奇函数

（3）必定是[image: image293.wmf](

)

l

l

,

-

内的非奇非偶函数      （4）可能是奇函数，也可能是偶函数

 2．[image: image294.wmf]()

fx

¢

是[image: image295.wmf]()

fx

的导函数，[image: image296.wmf]()

fx

¢

的图象如右图所示，则[image: image297.wmf]()

fx

的图象只可能是（4）  。
[image: image480.wmf]D

[image: image481.wmf]A

   
（1）             （2）           （3）          （4）
3．若[image: image298.wmf]tR

Î

，曲线[image: image299.wmf]3

yx

=

与直线[image: image300.wmf]3

yxt

=-

在[image: image301.wmf][0,1]

x

Î

上的不同交点的个数有   至多1个   。 

4．把长为[image: image302.wmf]60

cm

的铁丝围成矩形，要使矩形的面积最大，则长为  [image: image303.wmf]15

cm

 ，宽为  [image: image304.wmf]15

cm

。

[image: image482.wmf]B

【范例导析】

例1．函数[image: image305.wmf]c
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ax

x

x

f

+

+

+

=

2

3

)

(

，过曲线[image: image306.wmf])

(

x

f

y

=

上的点[image: image307.wmf])

)

1

(

,

1

(

f

P

的切线方程为[image: image308.wmf]1
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=

x

y


（1）若[image: image309.wmf])
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x

f

y

=

在[image: image310.wmf]2

-

=

x

时有极值，求f (x)的表达式；

（2）在（1）的条件下，求[image: image311.wmf])
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x

f

y

=

在[image: image312.wmf]]
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,

3

[

-

上最大值；

（3）若函数[image: image313.wmf])
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f

y

=

在区间[image: image314.wmf]]
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-

上单调递增，求b的取值范围

解：（1）
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求导数得
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（2）[image: image318.wmf])

2

)(

2

3

(

4

4

3

2

3

)

(

2

2

+

-

=

-

+

=

+

+

=

¢

x

x

x

x

b

ax

x

x

f


	x
	[image: image319.wmf])
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	[image: image320.wmf])
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	[image: image321.wmf]3
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	[image: image322.wmf]]
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	[image: image323.wmf])
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	[image: image324.wmf])
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	[image: image483.wmf]2
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	极大
	[image: image484.wmf]C


	极小
	[image: image485.wmf]D
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[image: image326.wmf]4
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      [image: image327.wmf]]
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上最大值为13                    


（3）[image: image328.wmf]]
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    [image: image330.wmf]b
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依题意[image: image331.wmf]]
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①在[image: image332.wmf]6
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③在[image: image335.wmf].
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综合上述讨论可知，所求参数b取值范围是：b≥0。 

点评：本题把导数的几何意义与单调性、极值和最值结合起来，属于函数的综合应用题。

例2．请您设计一个帐篷。它下部的形状是高为1m的正六棱柱，上部的形状是侧棱长为3m的正六棱锥（如右图所示）。试问当帐篷的顶点O到底面中心[image: image336.wmf]1

O

的距离为多少时，帐篷的体积最大？

分析：本题应该先建立模型，再求体积的最大值。选择适当的变量很关键，设[image: image337.wmf]1

OO

的长度会比较简便。 

[image: image486.wmf]A

解：设[image: image338.wmf]1

()

OOxm

=

,则由题设可得正六棱锥底面边长为[image: image339.wmf]222

3(1)82

xxx

--=+-

（单位：m）。
于是底面正六边形的面积为（单位：m2）：

[image: image340.wmf]22222

333

3(1)6(82)(82)

42

xxxxx

--=+-=+-

gg

。

帐篷的体积为（单位：m3）：

[image: image341.wmf]23

3313

()(82)(1)1(1612)

232

Vxxxxxx

éù

=+--+=+-

êú

ëû


求导数，得[image: image342.wmf]2

3

()(123)

2

Vxx

¢

=-

；

令[image: image343.wmf]()0

Vx

¢

=

解得x=-2(不合题意，舍去),x=2。

当1<x<2时，[image: image344.wmf]()0

Vx

¢

>

,V(x)为增函数；当2<x<4时，[image: image345.wmf]()0

Vx

¢

<

,V(x)为减函数。

所以当x=2时,V(x)最大。

答：当OO1为2m时，帐篷的体积最大。
点评：本题是结合空间几何体的体积求最值，加深理解导数的工具作用，主要考查利用导数研究函数的最大值和最小值的基础知识，以及运用数学知识解决实际问题的能力。

【反馈演练】

1．设[image: image346.wmf]()

fx

¢

是函数[image: image347.wmf]()

fx

的导函数，将[image: image348.wmf]()

yfx

=

和[image: image349.wmf]()

yfx

¢

=

的图象画在同一个直角坐标系中，不可能正确的是   图4  。
[image: image487.wmf]B


2．已知二次函数[image: image350.wmf]2

()

fxaxbxc

=++

的导数为[image: image351.wmf]'()

fx

，[image: image352.wmf]'(0)0

f

>

，对于任意实数[image: image353.wmf]x

都有[image: image354.wmf]()0

fx

³

，则[image: image355.wmf](1)

'(0)

f

f

的最小值为 [image: image356.wmf]3

2

 。
3．若[image: image357.wmf]π

0

2

x

<<

，则下列命题正确的是   （3）   .
（1）[image: image358.wmf]2

sin

π

xx

<



（2）[image: image359.wmf]2

sin

π

xx

>



（3）[image: image360.wmf]3

sin

π

xx
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（Ⅰ）求函数y=f(x)的解析式；   
（Ⅱ）求函数y=f(x)的单调区间．
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点评：本题考查函数的单调性、导数的应用等知识，考查运用数学知识分析问题和解决问题的能力．
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，短半轴长为[image: image381.wmf]r
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点评：本题主要考查函数的单调性、极值以及函数导数的应用，考查运用数学知识分析问题解决问题的能力．
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